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SİMGELER VE KISALTMALAR LİSTESİ 
   
 
                                                  
 nkA a  : Sonsuz matris 
  : Kompleks sayılar kümesi 
c  : Kompleks terimli yakınsak diziler uzayı 
K  : Reel veya kompleks sayıların bir cismi 
l  : Kompleks terimli sınırlı diziler uzayı 
  : Doğal sayılar kümesi 
  : Reel sayılar kümesi 
























Anahtar kelimeler:  Riesz dizi uzayı, ,   Duali,    Özelliği, Matris dönüşümleri.  
 
Üç bölüm olarak hazırlanan bu tezin birinci bölümünde daha sonraki bölümlerde 
kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremler verildi. 
 
İkinci bölümde, Riesz ve mB  matrisi yardımıyla tanımlanan  ,qr p Bm  dizi uzayı 
tanımlandı. Tanımlanan bu dizi uzayının tam paranormlu lineer metrik uzay olduğu 
ve  l p  uzayı ile lineer izomorfik olduğu gösterildi.  ,q mr p B  dizi uzayının 
Schauder bazı  ve ,   dualleri bulundu. Ayrıca     geometrik özelliği incelendi.  
 
Üçüncü bölümde , ,q mr p B  ,qcr p Bm  ve  0 ,qr p Bm  dizi uzayları tanımlandı. 
Tanımlanan bu dizi uzaylarının tam paranormlu lineer metrik uzay olduğu ve 
sırasıyla  , ve  uzaylarına lineer izomorfik olduğu gösterildi. 
,  ve  dizi uzaylarının 
 l p
  qcr p
 c p 0
 mB 0
 c p
 ,q mr p B,q mr p B , , ,    dualleri bulundu. 








SOME TOPOLOGICAL AND GEOMETRIC PROPERTIES OF 






Key Words: Riesz sequence space, ,   Duals,    Property,  Matrix 
transformations. 
 
This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some fundamental 
definitions and theorems will be used in the later chapters were given. 
 
In the second chapter  sequence space defined by Riesz matrix and  ,qr p B m mB  
was introduced. It was shown that this sequence space was total paranormed linear 
metric space and linear isomorphic to  l p . Schauder base and ,   duals of 
 sequence space  were defined.  Besides, ,qr p B m   geometric property of this 
sequence space  was examined. 
 
In the third chapter , ,q mr p B  ,qcr p Bm  and  0 ,q mr p B  sequence spaces were 
defined. It was shown that these sequence spaces were total paranormed linear metric 
spaces and linear isomorphic to  l p  ,  c p  and  0c p , respectively. , ,    
duals of ,  and  ,q mr p B  ,q mcr p B   mB0 ,qr p
m
 sequence spaces were investigated. 
Also Schauder bases of  and  ,qcr p B  , B0q mr p sequence spaces were given. 
 vii
                                                                                                
    
 
 
BÖLÜM 1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 
 
 
1.1. Temel Kavramlar ve Teoremler 
 
 
Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan tanımlar ve teoremler verilecektir. 
 
Tanım 1.1.1.[1]   ve  veya X   K   K    olmak üzere 
 
: X X X                                                        . : K X X    
( , )x y x  y                                                       , x x     
 
ikili işlemleri  , K    ve , ,x y z X   için 
 
1) x y y x    
 
2)   ( )x y z x y z      
 
3) x X   için x e e x x     olacak şekilde bir e X  vardır. 
 
4) x X   için    x x x x      olacak şekilde bir x X   vardır. 
 
5) 1.x x  
 
6)  x y x y      
 
7)   x x x       
 
8)    x x    
 
şartlarını sağlıyorsa  üçlüsüne, K üzerinde bir lineer uzay(vektör uzayı) 
denir. 
 , ,.X  
 
2 
Tanım 1.1.2.[1] Boş olmayan bir X  kümesi ve bir  
 










dönüşümü verilsin. Eğer bu  dönüşümü d , ,x y z X   için  
 
(M1)   , 0d x y x y  
(M2)    , ,d x y d y x  
(M3)      , ,d x y d x z d z y  ,  (üçgen eşitsizliği) 
 
özelliklerini sağlıyorsa X  üzerinde uzaklık fonksiyonu ya da metrik adını alır ve bu 
durumda  , X d  ikilisine bir metrik uzay denir. 
 
Tanım 1.1.3.[1] Bir  , X d metrik uzayındaki her Cauchy dizisi X  içinde bir limite 
sahipse, bu  , X d  metrik uzayına tam metrik uzay denir. 
 







dönüşümü ,x y X   ve K   için 
 
(N1)  0x x     
(N2) x x   




özelliklerini sağlıyorsa X  üzerinde norm adını alır ve bu durumda  , .X   ikilisine 
bir normlu vektör uzayı adı verilir. 
 
Tanım 1.1.5.[1] Bir   , .X   normlu uzayındaki her Cauchy dizisi X içinde bir 
limite sahipse, bu  , .  X ormlu uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı denir. n
X  bir Banach uzayı olmak üzere, 
   : 1X x X x     B
ümesine Xk  uzayının kapalı birim yuvarı, 
    : 1S X x X x     
Xkümesine ise,  uzayını birim küresi denir. 
anım 1.1.6.[1]  
n 
 
T  :A X Y  lineer operatörü verilsin.  
 
   Çek : 0A x X Ax     
 
kümesine A operatörünün sıfır uzayı veya çekirdeği denir. 
eorem 1.1.7.[1]  A lineer operatörünün bire-bir olması için gerek yeter şart 
 
T
 Çek 0A   olmasıdır. 
 
anım 1.1.8.[1]T  X  bir lineer uzay,   bir fonksiyon olsun.  
1) 
:g X  
 
(P    0g    
(P2)    g x g x   
(P3)      g x y g g y    x
0 0, x x    için  0 0x x (P4)    






Tanım 1.1.9.[1] Bir (X,g) paranormlu uzayında alınan her Cauchy dizisi bu uzayın 
bir noktasına yakınsıyorsa (X,g) uzayına tam paranormlu uzay denir. 
zay arasındaki f 
nksiyonu eğer bijektif(birebir ve örten) ve lineer bir dönüşüm ise f fonksiyonuna 
ında bir izomorfizm varsa bu iki lineer uzay izomorfiktir(veya 
neer olarak izomorfiktir) denir. 
etriği tanımlanmış X lineer uzayında toplama ve 
alerle çarpma işlemleri sürekli iseler bu durumda X lineer metrik uzaydır denir. 
 
Tanım 1.1.10.[1] Aynı skaler cisim üzerinde tanımlanan iki lineer u
fo
izomorfizm denir.  
 
İki lineer uzay aras
li
 
Tanım 1.1.11.[1] Üzerinde d m
sk
 
Burada toplama işleminin sürekliliği :f X X X   ,     , ,x y f x y x   y
e tanımlanmış f fonksiyonunun 
 
X Xşeklind üzerinde sürekli olması demektir. Aynı 
i :şekilde skaler ile çarpma iş liliğleminin sürek f K X X   ,  
   , ,x f x x     şeklinde tanıml ş f fonksiyonunun K X  üzerinde 




.2. Dizi Uzayları ve Matris Dönüşümleri 1
 
Tanım 1.2.1.[1] K    veya K    olmak üzere  
  
    : :x k x ,k k kw x x w K x      
 
ekümesine bütün dizilerin kümesi denir. w küm si, 
 




ikili işlemleri ile  üzerinde bir vektör uzayıdır. ’ nın herhangi bir alt vektör 
y
rnek 1.2.2.  
K w




  : sup kw x   , kl x x   
  : lim vark k
k
c x x w x

   , 
  0 : lim 0k k
k
c x x w x


























cs x x w x c

     
 

  : pp k k
k
l x x w x
 
     
 
 ,   1 p    
  0 1:k k k
k
bv x x w x x x 
 








T  ve   iki dizi uzayı ve  nkA a   , 0,1,2,...n k   reel ya da 
kompleks sayıla n bir sonsuz matrisi olsun. Her bir n için 
 n nk kA x a x yakınsak ise 
rı
k
  nAx A x  yazılır. Eğer  kx x ken  i
  nAx A x    ise o zaman A’ ya   dizi uzayından   dizi uzayına bir matris 
dönüşümüdür denir ve bu durum :A    olarak gösterilir.  Ax  dizisine de x ’ in 
A-dönüşümü denir.  
 :   ile  :A    şeklindeki bütün  matrislerinin kümesi,  A  : : p   ile de 
it ya da toplamlim ı koruyan :A    eklindeki bütün A matrislerinin kümesi 
gösterilecektir.   : : :p
ş
   ğu açıktır. 
 
   oldu
 
6 
   nkA a
 A x 
Tanım 1.2.4.[2]  reel ya da kompleks sayıların bir sonsuz matrisi olsun.                  
k0,1,2,...n   için a x  mevcut(yakınsak) ve n nk
k
 lim A x l   ise  n
n
 kx x dizisine l sayısına A-toplanabilirdir denir. Bu durum x ’ in A-limiti l’ dir diye 
anım 1.2.5.[2]




   nkA a
  için 
T  reel ya da kompleks sayıların bir sonsuz matrisi olsun. 
k n  olan ,n k  0ank   ise   A a  matrisine üçgensel matris denir.  
a  üç trisind   içi
nk
n 0nna nkA  gensel ma e n    ise A’ ya normal matris denir. 
 

















(iii) Her bir  için k  lim nk kn a    
 
olmasıdır. 




(conservative) matris denir.  
 












(ii) Her bir  için 
olmasıdır. 








Tanım 1.2.9.[2] Teorem 1.2.8. deki şartları sağlayan bir matrise Toeplitz matrisi 
ım 1.2.10.[2]  pozitif reel sayıların bir dizisi ve 
olsun. O zaman 
veya regüler matris denir. Bu tip matrisler kısaca T-matrisi olarak gösterilirler. 
 








  , ( n  )  

















e tanımlanan  q qnkR rşeklind  matrisine Riesz matrisi denir. 
 
 q qnkR r  matrisinin regüler olması için gerek ve yeter şart  iken 
olmasıdır. 
anım 1.2.11.[2]
 n  nQ   
 






   1 , 1n k n k n   




   1 , 1n k n k n    
 0, 0 veya 1nk
d
k n k n
 
   
  
 (1) nk   ve  1 nkd   mşeklind atrislerine sırasıyla geri ve ileri fark 
anım 1.2.12.[2] Herhangi bir sabit 
matrisleri denir. 
 




    
  
1 , max 0,




n m k n
n k
k n m k

       




şeklinde tanımlanan    nkm mnk      matrisine m. mertebeden fark matrisi denir. 
 
Tanım 1.2.13.[1,3]   bir normlu dizi uzayı olsun ve  nb  dizisi verilsin. x    
için  
 
0 0 1 1lim ( ... )n n
n
x b b b  

     
 
olacak şekilde bir tek  n  skalerler dizisi varsa  nb ’ e   dizi uzayının bir 
Schauder bazı(kısaca bazı) denir ve bu durumda k
k
kx b  yazılır. 
 
Tanım 1.2.14.[3]  bir dizi uzayı olmak üzere bir A sonsuz matrisinin   uzayındaki 
matris bölgesi(domain) olan A  kümesi 
  :A kx x w Ax      
olarak tanımlanır. 
 
Bir A  matrisinin   dizi uzayına kısıtlanmasıyla elde edilen A  yeni dizi uzayı, 
genelde orijinal   uzayının genişlemesi ya da daralması olmasına rağmen bazı 
durumlarda bu uzaylar örtüşmezler. 
 
Tanım 1.2.15.[3]    ve   dizi uzayları için ( , )S    kümesi 
    ( , ) : ,k kS z z w x xz x zk          
olarak tanımlansın. Bu ( ,S )   kümesi yardımı ile   uzayının , ve    -dualleri 
olan , ve       kümeleri, 




0Örnek 1.2.16.  olmak üzere 0bv bv c 
0cs bv bv bs l
       
0 0, , ,cs bv bv cs bv bs bs bv
        
0, , ,cs bv bv cs bv bs bs bv
        
dir. 
 
Teorem 1.2.17.[3]    ve   iki dizi uzayı ve  , ,     olsun. O zaman 






















                                                                                                
    
 
 
BÖLÜM 2.  DİZİ UZAYININ BAZI TOPOLOJİK VE 
GEOMETRİK ÖZELLİKLERİ 
 ,qr p B m
 
 
2.1.   ,qr p Bm  Dizi Uzayı 
 







   n olsun.  q qnkR r  Riesz 

















şeklindedir. Bu matris kullanılarak Riesz dizi uzayı Altay ve Başar[4] tarafından  
 












       
  
   
şeklinde tanımlanmıştır. (Burada w tüm diziler uzayı ve 0 supk k
k
p H p      
dir.) Bu dizi uzayı fark matrisi kulanılarak M. Başarır and M. Öztürk[5] tarafından 
Riesz fark dizi uzayına genişletilmiştir.  fark matrisinin genelleştirilmiş şekli olan 










b s k n









olarak tanımlandı.  
 
Buna bağlı olarak genelleştirilmiş mB  matrisi kullanılarak 
 






q m m i n i n
k i n
k n i nk k
m r





                
   k k  
 
dizi uzayı tanımlanıp, bu uzayın bazı topolojik ve geometrik özellikleri bu bölümde 
araştırılacaktır. Burada her  , , , ,k n N r s m N   0 için  m mnkB b  matrisi 
  
  
    
, max 0,
0, 0 max 0, veya




r s n m k n
n kb
k n m k
         





   
1
0
1 mn nq m m i k i k
n i k n nn
k i kn n
m r






      
   
 
şeklindedir.       
 
Burada alınması durumunda 1, 1r s    m mnkB b  matrisi  m mnk   matrisine, 
ayrıca  olması durumunda yukarıdaki dizi uzayı 1m 
 









k j j j k k
k jk





           
   
   
 




  m mnkB b

 matrisinin toplanabilme bölgesi için elde edeceğimiz sonuçlar 
m mnk    matrisinin toplanabilme bölgesi için elde edilmiş sonuçlara göre daha 
genel olacaktır. 
 
Bu bölümdeki amacımız  dizi uzayındaki dizilerin  qr p mB   matrisi altındaki 
dönüşüm dizileri olan,  ,qr p Bm  Riesz fark dizi uzayının bu uzaydaki paranorma 
göre bazı geometrik ve topolojik özelliklerini incelemek olacaktır. 
 
Şimdi de teoremlerimizi ispatlamak için gerekli olan lemmaları verelim. 
 
Lemma2.1.1.[6]  (i)  Her k   için 1 kp H     olsun.  Bu durumda 
















olacak şekilde   tamsayısının olmasıdır. 1K 
 
(ii)   Her  için 0  olsun.  Bu durumda k  1kp    1:A l p l   olması için 














Lemma2.1.2.[7]  (i)  Her k   için 1 kp H     olsun.  Bu durumda 


















olacak şekilde   tamsayısının olmasıdır. 1K 
 
(ii)  Her  için 0  olsun.  Bu durumda k  1kp    :A l p l   olması için 
















Lemma2.1.3.[7]  Her  için 1k  kp H     olsun.  Bu durumda 
  olması için gerek ve yeter şart Lemma2.1.2 nin (i) ve (ii) şartlarının 
sağlanması ve her k  için lim









2.2.   Dizi Uzayının Bazı Topolojik Özellikleri  ,qr p B m
 







m i j i j k
i j k
k j i jk k
m r q





           
    
 
paranormu ile tam paranormlu lineer metrik uzaydır. Burada 
max 1, sup k
k




İspat:  uzayının skaler ile çarpmaya ve koordinat toplamına göre 
lineerliği,  
 ,q mr p B 
 ,u v r ,q p Bm   için sağlanan aşağıdaki eşitsizliklerden elde edilir. 
 




































ve her bir      için   
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 max 1,kp M    dir. 
 
Açıktır ki her   için   ,qu r p B m   0g     ve   g u g u  
q m
 dir. 
 olsun, , ,k ku v r p B
 






m i j i j k
i j j k k
j i jk k k
m r q





















m i j i j k
i j k
j i jk k k
p
mk k
m i j i j k
i j k
j i jk k k
m r q
r s q u u
i jQ Q
m r q








             




    g u v g u g v    . 
 
Yukarıdaki eşitsizlikler  nin alt toplamsallığını ve g      max 1,g u g u   
olduğunu gösterir.  
 
 ,qr p Bm  uzayının elemanlarının herhangi bir  nx  dizisi  
 
  0ng x x   
 
olacak şekilde alalım ve  n   olacak şekilde herhangi bir skalerler dizisi  n  
olsun. Bu durumda  
 
     n ng x g x g x x    
 
eşitsizliğinden  nin alt toplamsallığı elde edilir. g   ng x  dizisi sınırlı olduğundan 
 nng x x    






m i j i j n nk
i n j j n k k
j i jk k k
m r q
r s q x x x x
i jQ Q














m i j i j n nk
n i j
k j i j
k k
m r q






               
k  






m i j i j n nk
i j j k k
j i jk k k
m r q






               
  
                        n nn g x g x x       
 
ifadesi  iken sıfıra gider. Bu da skaler ile çarpımın sürekli olduğunu gösterir. 
Böylece  nin 
n 
g  ,qr p Bm
m
 uzayında bir paranorm olduğu gösterilmiş olur. 
  
Şimdi de  uzayının tamlığını ispatlayalım.   ,qr p B  ix  dizisi     
uzayında herhangi bir Cauchy dizisi olsun. Burada 
 ,q mr p B
   ,q mi ikx x r  p B  dir. Bu 
durumda verilen   0   için bir  0n   pozitif tamsayısı vardır öyleki her 
0,i j n   için 
 




g  nin tanımını kullanarak seçilmiş her bir  k    ve  0,i j n   için 




kpq m i q m j q m i q m j
k k k k
k




   
 
   
 
elde edilir ve bu durumda seçilmiş her bir  k    için 
 
    0 1, ,...q m q mk kR B x R B x  
 
dizisi bir Cauchy dizisidir.  tam olduğundan, bu dizi yakınsar, öyleyse  i  iken 
  q m i q m 
kk
R B x R B x    yazılabilir. Böylece     q m q m
0
, ,...R B x R B x
1
 , bu sonsuz 
çokluktaki limitleri kullanarak     0 ,R B x R B 1 ,...q mxq m  dizisini tanımlayabiliriz.  
 




         
0
, ,
kpp Mm mq i q j i j
k k k
R B r s x R B r s x g x x  M

        
 
eşitsizliği her bir  için sağlanır. p
 
Herhangi bir   0i n   alalım ve yukarıdaki eşitsizlikte  j    a sonrada   
a götürürsek 
p 
 ig x x    elde edilir.  Son olarak  1   alırsak    olur.   1i n 0
 
Her bir  için Minkowski eşitsizliğinden p
 





kn pq m i i i i
kk
R B x g x x g x g x






elde edilir. Bu da  ,qx r p B  demektir. Her    0i n    için  ig x x    















  olmak üzere  ,qr p Bm  fark dizi uzayı 
 uzayı ile lineer izomorfiktir. Burada  l p 0 kp H     dir. 
İspat: Teoremin ispatı için 0 için kp H     ,q mr p B  ve  l p  uzayları arasında 














       
 
 
notasyonu yardımı ile  ,qr p Bm  uzayından  l p  uzayına  dönüşümü T x y Tx  
olacak şekilde tanımlansın.  lineer bir dönüşümdür, dahası;  aşikardır ki  T
Tx  olduğunda x    dir ve buradan nin birebir olduğu bulunmuş olur. T
 








1    
k ik n k n k
k n n km k i m
n i n
i k





    
         r q
 k  x
 



















m i j i j
i j k k










































dir ve ,  uzayında bir paranormdur. Böylece  1( )g y ( )l p  ,q mx r p B  elde edilir. 
Sonuç olarak,  T   örtendir ve paranorm korunur. Böylece,  T   lineer bijeksiyondur. 
Bu da  ,q mr p B  ve uzaylarının lineer izomorfik olduğunu gösterir.  l p
 
 ,qr p Bm  uzayının Schauder bazı ile ilgili aşağıdaki teoremi verebiliriz. 
 
Teorem2.2.3.    

























    







  olmak üzere 















0 kp H 
 gösterilişi tek türlü belirlidir. Burada her  ve 
 için  dir. 
k 
 k q R   q m kB x
 
İspat: İspat [5, teorem5] ten elde edilebilir. 
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 ,qr p B m  uzayının ve    dualleri aşağıdaki teoremlerde tanımlanır. 
 
Teorem2.2.4.  (i) Her bir k   için 1 kp H     olmak üzere 
  dir. Burada    1,q mr p B Q p

   
 
















n k km n i m
N F k n N i k i n
Q p a a w
m n is a
a Q Q K






   
  







(ii) Her bir k  için 0  olmak üzere  1kp     2,q mr p B Q p

     dir. Burada 
 














n k n n
n k k nm n i m m
N F k N n N i k i n n
Q p a a w
m n is a a
a Q Q Q K





   
  





















       
 
 
ve her için ,k n
 






1 ,   
                                                   ,   




















    










şeklinde tanımlanan matrisi için  nkU u    ky y l p   olmak üzere  1Uy l
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olması için gerek ve yeter şart x  xk  ∈ rqp,Bm  olmak üzere    
olmasıdır.  den   
  1n nax a x l 
Lemma2.1.1
   1Q p

   
i
 




    Bu ispat  nin ispatına benzer şekilde elde edilir. ii
  
Teorem2.2.5. (i) Her bir k  için 1 kp H     olmak üzere 
 dir. Burada    3Q p

    
 


















k i k j k









   
  
     














(ii) Her bir  için  olmak üzere k  0 1kp   ,q mr p B

     4Q p cs  dir. 
Burada 
 















j km m n i
k N i k j kk i
Q p a a w
m n ia s
a Q









     























aj Qk , 0 ≤ k ≤ n
0 , k  n
 
olacak şekilde    matrisini alırsak;   nkT t    ,qk mx x r p  B  olmak üzere   
 
20 
 n nax a x cs     olması için  gerek ve yeter şart   k y y l p   olmak 













 ,q mr p B   
 , mB
j km m n i
i k j k
k k i












   
   
   


   
 
 
elde edilir ve   limitleri var olduğundan  limn nkt
 
 3Q p cs   
dir. 
 
 ii   Bu ispat (i) nin ispatına benzer şekilde Lemma2.1.2 ve Lemma2.1.3 ün ikinci 
kısımlarından elde edilir. 
 
qr p  uzayından  sınırlı diziler uzayına matris dönüşümlerini gözönüne 
alalım. Bu teorem, [4] deki Teorem6  gibi ispatlanabilir. 
l
 
   , :q mB lTeorem2.2.6.  (i) Her  için 1k kp H     olmak üzere A r p  










j km m n i
k i k j kk i
m n ia s
Q K a Q K





   
     
           




   
 
ve  nk k Na  

cs  olacak şekilde K>1 tamsayısı olmasıdır.  
 
(ii)  Her k  için  olmak üzere  0 1kp    , ;q mA r p B l  olması için gerek ve 










nj km m n i
n k N i k j kk i
m n ia s
a Q




   
     
         
 






2.3.   Dizi Uzayının  ,qr p B m    Özelliği 
 
Önceki bölümde  ,qr p Bm  dizi uzayının tam paranormlu uzay olduğu gösterildi. 
Buradaki paranorm her  ( ) ,qn mx x r p B   için ve  max 1, sup k
k









m i j i j k
i j k
k j i jk k
m r q





           
    
 
dir.   0g x 
 ,q mr p B
 iken  oluyorsa g paranormuna total paranorm denir ve her total 
paranormlu uzay  metriği ile lineer metrik uzay olur. Açıktır ki   
 uzayı total paranormlu uzaydır. 
0x 
 ,d x y g x y  
 
Bu bölümde,  ,qr p B
 
m  uzayının bazı topolojik özellikleri araştırılacaktır. Bir 
paranormlu uzayda    özelliğinin tanımını verip ispatlayacağız.  
 
Burada  ve i    ,q mnx x r p B   için       1 , 2 ,..., ,0,0,...ix x x x i  ve 
    1 , 2 ,...i x i   ,ix x 0,0,...,0  notasyonlarını kullanacağız.  
Şimdi bir lineer metrik uzayda    özelliğinin tanımını verelim. 
 
Tanım2.3.1.  Eğer  her bir 0   ve  için  0r  0   vardır öyleki her bir 
0, x B r  elemanı  ve   0,B r  daki her bir  nx  dizisi ve  için m n
 ,n md x x    olmak üzere  2 ,0kx xd r     olacak şekilde  indeksi varsa  k ,X d  




Lemma2.3.2.  Eğer  ise o zaman her     ve liminf 0k kp  0L  0   için  
  vardır öyleki  , L   0  ,0Md u L   ve    ,0Md v   olmak üzere 
 




İspat: 0   ve    verilsin. 0L  00 liminfk kp     ve 0 1   olsun her  
için  
0k k
00 kp    olacak şekilde 0k    vardır.   0 0;  kmin 1,2,...,:kp k      
olsun. Her k için   dir. Her  ≤ pk  ,q mu r p B  için 
  
  02 ,0 ,0M Md u K d u   
 





    diyelim.  Her  ,qu r p B m   için  
      
 1
2















    diyelim. Kabul edelim ki      
ve   
 ,0Md u L
 ,0Md v   olsun.   
 
      1 , 2 ,..., ,0,...ix x x x i   ve     0,0,...,0, 1 , 2 ,...ix x i x i     
notasyonlarıyla   : 1kA k i p        ve   : kC k i p 1     olsun.      
Her   için 1kp    k
p
f t t fonksiyonunun konveksliği kullanılarak   ve 1kp
0 kp    için    olduğundan  (burada    kpa b  kpa b kp  0,1    and  k  
dir )  

 
     1,0 1 ,0M Md u v d u u v             
 









                 
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ipq m q m
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        11 i
p
q m q m
i A
R B u i R B u i v i   
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        11 i
p
q m q m
i C
R B u i R B u i v i   

           
 
       11 ii
ppq m q m
i A i A
R B u i R B u i v i  
 
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     1 ii
ppq m q m
i A i A
R B u i R B u i v i  
 
        
 
     1 ii
ppq m q m
i C i C
R B u i R B u i v i  
 
      
     1
0 0
ii ppq m q m
i i




       
 









      
 
      1 1,0 2 2 ipM q m
i A
d u R B u i v i  

      
 
    1 12 2 ipq m
i C
R B u i v i  

     
 
       1 1,0 2 2 2 i
p
M q m q m
i A
d u R B u i R B v i  

      
 
     1 12 2 2 i
p
q m q m
i C
R B u i R B v i  

     
 
   1,0 2 2 i
p
M q m  
i A
d u R B u i 

     1 12 2
ipq m
i A
R B v i  
























































     1
0
1 2 1
,0 2 ,0 2 ,0
2 2 2





















    
 




Lemma 2.3.3.  Eğer  ise  o zaman her bir   liminf 1nn
p

  ,q mx r p B  için    
vardır ve     öyleki  olmak üzere her  
0k 
0,1   0k k k   için   
 
















İspat:  1 liminf nn
p

   olacak şekilde      bir reel sayı olsun. Bu durumda   
 vardır öyleki  her  için0k  0k k kp  dir.   112

2
  olacak şekilde  
bir reel sayı olsun. Bu durumda her bir   
 0,1 
























x R B x i
d
R B x i




















                      











Teorem2.3.4. Eğer  ise, o zaman 1kp   ,qr p Bm  uzayı    özelliğine sahiptir. 
 
İspat:   için  m n  ,n md x x   olmak üzere 0   ve    0,n x B r  olsun.   
00
M    alalım.  0
M     olacak şekilde 0   vardır.  0,x B r  olsun. Her 
bir    için    dizisi sınırlı olduğundan diagonal yöntemi kullanarak her 

















x j   yakınsak olacak şekilde bulabiliriz. Her 1 j q  xn aj için   bir 
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Cauchy dizisi olduğundan her   için   ,a b qn n t
  
 






a b a b
p p
q m q m q m
n n n nR B x k R B x R B x k x k 
 
       
 
olacak şekilde  qt   vardır. 
 
Bu durumda  
 
      
         








a b a b
k k





n n n n
k
q p p
M q m q m






d x x R B x k x k
R B x k x k R B x k x k










     
 
     





Bu yüzden her bir  için q qt   vardır öyleki her   için ,a b qn n t
 




Böylece, 1 2 ...   olmak üzere   1q q





















    
 






















    
 
ve ML r   olsun. Yani  ,0M Md u r ve    0,0Md v    olmak üzere 
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    0,0 ,0 .
4 2
M Md u v d u
 
    
 
olsun. 0, x B r  olduğundan  ,0M Md x r olur.   olsun öyleki  0q q
 













pqM M q m
k q
xu
d d R B x k 

 
            




















olsun. Buradan  
 
    
   

























R B x k x ku v
d










































olur. Son ifadeden ve    kpf t t  fonksiyonunun konveksliğinden  olmak 
üzere bazı  
k
0    için 
 


















                          




pq m q m
k
R B x k R B x k


   
 
27 
                          




pq m q m
q
k








pq m q m
k q
R B x k R B x k
 

   






q q ppq m q m
k k
R B x k R B x k
 
     
                           
















    
 






q ppq m q m
k k
R B x k R B x k

 
     









R B x k 2
  
 
    
                            0 0. .
2 2 2 2 4 2
M Mr r    
     




   
 
































BÖLÜM 3.  ,q mr p B ,  VE  ,qcr p Bm  0 ,qr p Bm  DİZİ UZAYLARI 
 
 
Bu bölümde ikinci bölümde tanımlanan 
 
   
1
0
1 mn nq m m i k i k
n in
k i kn n
m r





      
   
 
dönüşümü  yardımıyla  ,q mr p B ,  ,qcr p Bm  ve  ,qr p B m  dizi uzayları tanımlanıp, 
bu dizi uzaylarının bazı topolojik özellikleri incelenecektir. 
 
3.1.  , ,q mr p B  ,q mcr p B  ve  0 ,qr p Bm  Dizi Uzayları 
 
        , :q m j kr p B x x w y q l p     , 
        , :q nc j kr p B x x w y q c p    , 
        0 0, :q m j kr p B x x w y q c p    . 
 
Burada  olması durumunda yukarıdaki dizi uzayları sırasıyla 1m 
 








j j j j k k
jk





          
   
  , 








c j j j j k k
jk





          
   
 , 








j j j j k k
jk





          
   
 0





Bu bölümde  ,q mcr p B ,  0 ,q mr p B  ve  ,q mr p B  dizi uzaylarının topolojik 
ırılacaktır.
.2. 
özellikleri araşt  
 
  ,q mr p B ,  ,q mcr p B  ve  0 ,q mr p B3  Dizi Uzaylarının  Özellikleri 
eorem3.2.1.  
 
   , , ,q m q mcr p B r p B ve  0 ,q mr p BT   uzayları   paranormu ile tam 










m i j i j k
B i
j i jk k k
m r q






       
 j k
 
ir.  olmak üzere  Bg , inf 0kp     ,q m qr p B r B  m   ve    ,q m qc cr p B r Bd m  dir ve  
   
at:   uzay
r
q p m ,Bm    uzayları r. 
 ı için ispat yapılacaktır. 
,B   ve rc
qp  için bir paranormdu
 0 , B
r 
0 ,
q mr p B qr p m  uzayının skaler ile İsp
çarpmaya ve koordinat toplamına göre lineerliği,  he  0,u v r , mp B  için sağlanan 
aşağıdaki eşitsizliklerden elde edilir. 
 
q







m i j i j k
i j j k k
i jk jk k
m r q





   











m i j i j k
i j k
i jk jk k
m r q





   











m i j i j k
i j k
i jk jk k
m r q





   





ve her     için 
 
 max 1,kp Mk   
 
 0 ,q mu r p B  için ( ) 0Bg    ve  ( ) ( )B Bg x g x  dir. Her   dir.  Bu iki eşitsizlikten  








  0nBg x x   olacak şekilde  0 ,q mr p B  uzayının elemanlarının bir e
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  g x  
n  Bg
 n nBg x x  g x
 
şitsiz e  nin alt toplamsall  elde edilir.   nBg xe ığı   sınırlıdır ve n   
iken 
 







n mr   i j i j n nkB n i n j j n k k
i jk jk k
m r q
x s q x x x x
i jQ Q
    

 
     

   
   

















m i j i j n nk
n i j k
k jk k
r q






   












m i j i j n nk
i j j k k






                        
r q











           
 
    n Bg x x       




             
 
olur.Son ifade s
Bg  nin  0 ,q mr p B  uzayı için bir paranorm olduğu görülür.  
 
 uzayının tamlığını ispatl   ,q mB  ix  dizisi  0 ,q mr p B0r p ıyalım.  uzayında bir 
Cauchy dizisi olsun (burada       , m0 0, ...i i i qk 1 2, ,i ix x x x r   ). Bu durumda 
verilen 0
x p B  dir
   için  0n    sayısı vardır öyleki her  0n,i j   için 
 
 i jxBg x    
 
lur. Eğer g nin tanımını kullanırsak seçilen her bir k o B  için aşağıdaki sonucu 
elde ederiz.  0j n ,i   için 
 
       sup
pk
Mq m j q m q m j
k k k kk
x R B x R x R B xq m iR B iB 





 için  dir. Buradan seçilen her bir 
 
k 
      0 1, , ,...q m q m qR B x R B x R B 2 k  





i anları reel sayı  tam olduğundan bu dizi dizis  elem 
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yakınsar ve  i   iken    q m i q m
k k
R B x R B x   yazılabilir. Sonsuz çokluktaki bu  
limitlerden  
 
      0 1, ,q mR B x 2 ,...q mR B x    
likte 
q mR B x
anır.  Eş
 
izisi tanıml itsiz  ve  0i n j    iken seçilen her k d  için 
 
   
2
q m i m
k k
R B x xqR B

   
 











lur. Buradan her  0i n o  için 
 
       
p pk k
M Mq m q m q m i q m i
k k k k
R B x R B x R B x R B x
pk
M     
 
ilir. Bu da  elde ed q mR B x in  0c p  uzayına ait olduğunu gösterir.  ix   keyfi bir 
Cauchy dizisi olduğundan  0 ,p Bq mr  tamdır. 
 
 Teorem3.2.2.   olsun. Bu durumda  1j jrq sq     , , ,q m q mcr p B r p B ve  0 ,q mr p B   
dizi uzayları sıra   , sıyla l p  c p ve  c p  uz rfikt  
0 kp H     dir. 
0 aylarına lineer izomo ir. Burada
 
spat:  uzayını ele alalım. Teoremi ispatlamak için   ,q mr p B  ,q mr p B İ  ve 
 arasında  ermeliyiz
 l p  















       
 k n nq x
 
adesi uzayından   ,q mr p B  l p  uzayına bir  dönüşümü T x y Txif olarak 
lineer bir dönütanımlan ür ve üstelik  Txsın.T şümd   xolduğunda    
olduğundan T   birebirdir. 
    








1   
k ik n k n k
k nm k i m
n i n
i k
m k is Q
n kx Q y yk ir q
  
  
    















B i j k
j i jk k k
r q
x







m i j i jm r s q x




















dir. Böylece  
 
1  ,  









 ,q mx r p B
  lineer, birebir ve örtendir.  
 bulunur.  Sonuç olarak   örtendir ve paranormu korur.  
öylece 
T
 T  q mB,r p  ve  l pB   uzaylarının lineer 
ğu gösterilmizomorfik oldu iş olur. 
 
Teorem3.2.3.           4 5, , , ,1 2 3R p R p R p R p R p  ve  6R p  uzayları şu şekilde 
nımlansın: ta
 









1 1  : sup 1 ,pk
i n kk i n n
mi ik m n kN nn i N k i k
m n ks Q aa w Q a K
q r qn kr
 
   
            
















K k i k k
a Q
R ,p a a w k q a Q K K c
r q  
             
    
   
 





: , ve ,pk
n n
k i k i
k i k i k
K
R ,np a a w k q a Q K k q a Q l
   
       
     
      
     
  
 




 : sup 1 ,
.
pk
n k n kn k n n
nk kn k n kK N nn k N k k
s s Q aR p a a w Q a K
r qr q r q
  
     
             
       
F
 







n k n k
n k n n
nk kn k n k
n k nk k
s s Q a
R p a a w Q a





    
   
     











K k i k
R p a a w k q a Q K

  
          
   










n k n k
n kk











    
 
 




              1 2,     ,    , ,q m q m q mr p B R p r p B R p r p B R p      3 
rc
qp,Bm   R4p ∩ R5p rc
qp,Bm   R6p ∩ cs rc
qp,Bm   R6p ∩ Bm s,
 
            0 4 0 0,     , ,q m q m q mr p B R p r p B r p B R p    6 
dir. 
İspat:   uzayı için ispat vereceğiz. 
 
 ,q mr p B  na a w   olsun. Bu durumda 












n k n kn
n k n n n
n n n k kn k n k
k k k n
s s a Q y
a x a Q y






    
 
  
        










   
 nkU u  
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1                  ,   0 1
                                                       ,   
0                                                            
n k n k




n k s s
n kr q r q
a Q
nk r q


















öylece    ,q mkx x r p B   olmak üzere   1n nax a x l B olması için gerek ve yeter 
şart    ky l p  olmak üy  zere Uy l1 ol a2.1.1 den istenen yani  
 q
masıdır. Lemm
 1, mr p B R p

     elde edilir. 
 














 Vyn , n ∈ N;
 
burada   her  için 








,                           ,  0 1
                                                  ,  



















şeklindedir. Böylece    ,q mkx x r p B   olmak üzere  k kax a x cs   olması için 






















olduğundan   dir.    2,q mr p B R p

   
 
Diğer taraftan, x  xk  ∈ r
q p,Bm  olmak üzere  k kax a x bs 
l
 olması için gerek 
ve yeter şart  olmak üzere Vy   ky y l p    olmasıdır. Lemma2.1.2 den  
 bulunur. Bu da ispatı tamamlar. rqp,Bm   R3p
 
r0
qp,Bm   ve  r  uzaylarının bazlarını verelim. c
qp,Bm 
 
Teorem3.2.4.  Her k  ve  0 kp H     için    q mk kt R B x 
   
 olsun. Seçilen 
her  için  uzayının elemanlarından oluşan k  r0
















Qk , x0 ≤ n ≤ k − 1
Qk
r.q k , k  n
0 , n  k − 1
 
 
şeklinde tanımlayalım. Bu durumda  
 






 dizisi   uzayı için bir bazdır ve herhangi bir 





x ∈ r    kk
k
x q b q   
şeklinde tek türlü bir gösterilişi vardır. 
 
(b)      , ke b q  kümesi  ,qcr p Bm  uzayı için bir bazdır ve herhangi bir 
x ∈ rc
qp,Bm   in      kk
k
x le q l b q    
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 x dir. 
 
İspat:   için 0 kp H   
       0 ,  (k kq mR B b q e c p k   için) olduğundan 





qp,Bm   verilmiş olsun.  Negatif olmayan her m için 
 






x q b q

   
yazabiliriz. Sonra,  
RqBm x m   ∑
k0
m







          
0                        ,        0
; ,






R x x i m
R B x i m
    
  








dir. Buradan her için 0m m












olur. Bu da  0 ,q mx r p B  olduğu ispatlanmış olur. 
 
Gösterimin tekliğini göstermek için kabul edelim ki 
     kk
k
x q b q   
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şeklinde gösterilsin.  ,  uzayından T 0 ,qr p B m  0c p  uzayına lineer dönüşüm 
olduğundan süreklidir ve  
RqBm xn  ∑
k
kqRqBm bkqn  ∑
k
kqen
k  nq; n ∈ N
 
olur. Bu ise her n  için    q m knR B x q  ile çelişir. Buradan x ∈ r0
qp,Bm   in 
gösteriminin tek türlü olduğu gösterilmiş olur. Teoremin (a) kısmı ispatlanmış olur. 
 
(b)        0 ,k qb q r p B m  ve e c  olduğundan       , k qce b q r p B , m  kapsama 
bağıntısı doğrudur.  ,q mcx r p
u x le
B  olsun. O zaman Teorem3.2.4 (b) yi sağlayan l tek 
türlü belirlidir.    seçilmiş olmak üzere  0 ,q mu r p B  dir. x  in gösteriminin 
Teorem3.2.4 (a) da verilen temsil teoreminin yardımıyla tek türlü belirli olduğu 
gösterilmiş olur. Bu da teoremin (b) kısmını ispatlar. 
 
Şimdi de    , , ,q m q mcr p B r p B  ve  0 ,qr p Bm  uzaylarından l ve  uzaylarına matris 









lim 0, ,pknk kk
k
a
Q M n M
q
   3.2.1)                                                                           (
ve  






n k i k
k q a Q M M
  
   





 (ii)      , :q mcr p B lA
 
   olması için gerek ve yeter şart (3.2.1), 







k q a Q M M
  
 















n k i k







                        
olmasıdır. 
                                                   (3.2.4) 
 
 
  0 , :q mA r p B l    olması için gerek ve yeter şart   3.2.1 (iii)     ve   ün  
dır. 




 Teorem   , :mp B c    olması için gerek ve şart    , 
 
 qA r 3.2.1
   
1
sup ,















      (3. ) 
e v
   
1
0,pkk k M                       (3.2.6) 
1








    
  
 
  o  
 
  M 
 
ii)   
lmasıdır. 






k q a Q 
 
   







                         3.2.7) 
  
     0, k                         (3.2.8) 
1
 such that lim ,
n
k ni k kn
i k








   
1
1
 such that sup , ,pk
n
k ni
n k i k









  olmasıdır.  
                     (3.2.9) 
  ,L M 
 
   0A r , :q mp B c (iii)       olması için gerek ve yeter şart       3.2.1 , 3.2.3 , 3.2.8   









BÖLÜM 4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 
 
 
İkinci bölümde Riesz matrisi yardımıyla tanımlanan  ,qr p Bm  fark dizi uzayı 
tanımlandı. Tanımlanan bu dizi uzayının tam paranormlu lineer metrik uzay olduğu 
ve  l p  uzayı ile lineer izomorfik olduğu gösterildi.  ,qr p Bm  dizi uzayının 
Schauder bazı ve ,   dualleri bulundu. Ayrıca     geometrik özelliği incelendi.  
 
Üçüncü bölümde , ,q mr p B  ,qcr p Bm  ve  0 ,qr p Bm  dizi uzayları tanımlandı. 
Tanımlanan bu dizi uzaylarının tam paranormlu lineer metrik uzay olduğu ve 
sırasıyla  , ve  uzaylarına lineer izomorfik olduğu gösterildi.  l p  c p 0  c p
 ,q mr p B ,  ,qcr p mB 0 ve  dizi uzaylarının  ,q mr p B , ,    dualleri bulundu. 
 ve   m0 ,qr p B  ,q mr p Bc  uzaylarının Schauder bazları verildi. 
 
İkinci ve üçüncü bölümlerde  m mnkB b  fark matrisi yardımıyla tanımlanan Riesz 
dizi uzaylarının bazı geometrik ve topolojik özellikleri incelenerek daha önce elde 
edilmiş sonuçlar genelleştirilmiştir. Böylece  m mnkB b  matrisinin indirgenmesi ile 
oluşan ve daha önce çalışılmış Riesz dizi uzaylarının daha iyi anlaşılmasına katkıda 
bulunulmuştur.  
 
Bundan sonraki araştırmalarda; tanımlanan  ,q mr p B ,  ,q mr p B ,  ve  ,qcr p Bm
 0 ,qr p Bm  dizi uzaylarının diğer özellikleri çalışılabilecek problemlerdir. 
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SOME TOPOLOGICAL AND GEOMETRIC PROPERTIES OF 









Key Words: Riesz sequence space, ,   Duals,    Property,  Matrix 
transformations. 
 
This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some fundamental 
definitions and theorems will be used in the later chapters were given. 
 
In the second chapter  ,qr p Bm  sequence space defined by Riesz matrix and mB  
was introduced. It was shown that this sequence space was total paranormed linear 
metric space and linear isomorphic to  l p . Schauder base and ,   duals of 
 sequence space  were defined.  Besides, ,qr p B m   geometric property of this 
sequence space  was examined. 
 
In the third chapter , ,q mr p B  ,qcr p Bm  and  0 ,q mr p B  sequence spaces were 
defined. It was shown that these sequence spaces were total paranormed linear metric 
space and linear isomorphic to  pl  ,  c p  and  0c p , respectively. , ,    duals 
of , ,q mr p B  mB,qcr p  and  ,q mr p B0
 ,q mr p B
 sequence spaces were investigated. Also 
Schauder bases of  and c  0 ,q Bmr p sequence spaces were given. 
 
 
   
 
 
GENELLEŞTİRİLMİŞ RİESZ FARK DİZİ UZAYLARININ BAZI 









Anahtar kelimeler:  Riesz dizi uzayı, ,   Duali,    Özelliği, Matris dönüşümleri.  
 
Üç bölüm olarak hazırlanan bu tezin birinci bölümünde daha sonraki bölümlerde 
kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremler verildi. 
 
İkinci bölümde Riesz ve mB  matrisi yardımıyla tanımlanan  ,qr p Bm  dizi uzayı 
tanımlandı. Tanımlanan bu dizi uzayının tam paranormlu lineer metrik uzay olduğu 
ve  l p  uzayı ile lineer izomorfik olduğu gösterildi.  ,q mr p B  dizi uzayının 
Schauder bazı  ve ,   dualleri bulundu. Ayrıca     geometrik özelliği incelendi.  
 
Üçüncü bölümde , ,q mr p B  ,qcr p Bm  ve  0 ,qr p Bm  dizi uzayları tanımlandı. 
Tanımlanan bu dizi uzaylarının tam paranormlu lineer metrik uzay olduğu ve 
sırasıyla  , ve  uzaylarına lineer izomorfik olduğu gösterildi.  l p  c p 0  c p
 ,q mr p B ,  ,qcr p mB 0 ve  dizi uzaylarının  ,q mr p B , ,    dualleri bulundu. 




   
 
 
